Tema 2. Sistemas conservativos

Cuartaparte: Movimiento planetario. Satélites

A) Ecuacionesdd movimiento

Suponemos que uno de los cuerpos, de masa M mucho mayor que M, se
encuentra en reposo en e origen de coordenadas O. El otro cuerpo, de masa m, se
mueve debido a la accién del campo gravitatorio creado por M. La ecuacion de
movimiento paralamasames

donde

siendo U, el vector unitario radial que sale de M.

Sendo la fuerza gravitatoria una fuerza centra, d movimiento de la masa mse
rediza en un plano perpendicular a la direccion de momento angular respecto a O,
vector que se conserva congtante. Ademés se satisface la ley de las &eas, y se conserva
laenergiatotal E delanmesam.

B) Orbitasplanetarias: Descripcion analitica

Segin la 22 férmula de Binet, la ecuacion de la trayectoria, en coordenadas
polares (r,f ) centradasen O, es

[ = L> 1
"~ GMm? 1+ecosf
Aqui, € es la excentricidad de la Orbita, determinada por los dos parametros

fundamentales del movimiento orbitd, la energia totad E y d modulo L dd momento
angular. Para obtener su valor, evauamos laenergia total

e-lie, L GMm
2 2mr?
parala drbita anterior. Al ser lavelocidad radial
., _GMm_ .
r= esinf
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encontramos que

E- G*M*m’
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por lo que laexcentricidad de la orbitavae

(R

2L°E

&=yl G*M?*m?

El tipo de trayectoria depende exclusvamente del vaor de la energia totd.
Cuando E <0, e<1, latrayectoria es una dipse. La masa M se encuentra atrapada en
el campo gravitatorio de M. Un caso particular corresponde a movimiento circular con
excentricidad nula. S E =0, €=1, tenemos una pardbola. La masa Mllega d infinito
con velocidad nula. S E >0, €>1, tenemos una hipébola La masa m llega a
infinito con velocidad distinta de cero.

C) Orbitasplanetarias; Descripcion gréfica

Utilizamos & concepto de potencid efectivo. En este caso
>  GMm

U. = -
e 2mr? v
Segun la ecuacion de la trayectoria en coordenadas polares, I tiene las dimensiones del
2

GMmM?

cociente Es conveniente definir la variable adimensiona X en laforma

L2
GMnY
con lo cud € potencia efectivo queda expresado como

r= X
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Lagréfica correspondiente
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muestra que para vaores pequefios de X predomina € potencid centrifugo, que no
permite que la masa M se acerque a origen, donde se sitdia la masa M, mientras que
para vaores grandes de X @ potencid gravitatorio es mas importante, dificultando que
la masa M se escgpe d infinito. El minimo del potencial se produce en  punto X =1.
Por tanto, en la region x <1, & potencid efectivo decrece, y la fuerza resultante es
repulsiva, mientras que en la region X >1, d potencid efectivo crece, y la fuerza
resultante es atractiva

Pasamos ahora a determinar las trayectorias posibles dependiendo dd valor de la
energia total. Para dlo dibujamos de nuevo @ potencid efectivo y una trayectoria de

energiadefinida E.
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S la energia es menor que € minimo del potencid, no existe movimiento posible.
Cuando la energia es igud a E;, igud d minimo del potencid, la Unica region donde

puede encontrarse la masa M es la circunferencia X =1. La trayectoria es una
2

Mm
. S la
energia es igud a E,, mayor que é minimo de potenciad, pero menor que cero, existen
dos puntos de retroceso, y la trayectoria es una €eipse, contenida entre las dos
circunferencias correspondientes a dichos puntos de retroceso. S la energia es igud a

E, =0, sdlo exise un punto de retroceso, y la masa M puede llegar d infinito con
velocidad nula, describiendo una pardbola. S la energia es igua a E, mayor que cero,

0lo existe un punto de retroceso y la masa M puede llegar a infinito con velocidad no
nula, describiendo una rama de hipérbola.

circunferencia de radio gue se recorre a velocidad constante
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Las trayectorias correspondientes a estos vaores definidos de la energia se
dibujan en lasiguiente gréfica



y se estudian individuadmente.

a) Orbita diptica

T

A patir ded conocimiento de L y E, obtenemos los pardmetros que caracterizan

una elipse: la excentricidad €y & semige mayor a. Los puntos apsidales son los puntos
de la trayectoria donde la velocidad radia se hace cero. Corresponden a las posiciones

de maximo y minimo agamiento del centro de fuerzes O. El perigeo o distancia de
minimo algamiento corresponde alaposicion angular f =0, y segtin lafiguravae

,=a-c=a- ae=a(l- e)
El apogeo o distancia de méximo aejamiento corresponde a la posicion angular f =p ,
y segun lafiguravae

r,=at+c=a+ae=a(l+e)
El semigje menor b esta dado por

b=+a?- ¢ =ayl1- €

S=pab=pa’/1- €

El &eadeladipsees



La ecuacion de la trayectoria, en virtud de la definicion de los puntos gpsidales,
puede escribirse como

g 1€
1+ ecosf
donde, como en € caso generad, laexcentricidad vale
2L°E

G*M*m’

e=,/1+

Queda por determinar e semige mayor de la orbita a. Utilizando € hecho ce
que en un punto gpsida la energia cinética radid es nula, y la energia total es igud d
potencial efectivo evauado en dicho punto, junto con laiguadad
LZ
a(l- €)=
( ) GMn?
obtenemos en € perigeo d vaor de laenergiatotal

GMm

2a
Es una de las propiedades fundamentaes del potencid gravitatorio, la energia es
independiente del valor dd momento angular.

E=-

Por ultimo, la relacién entre la velocidad y la coordenada radia sobre la
trayectoria puede obtenerse apartir de la conservacion de laenergia

GMm_1 .,, GMm
"2a 2™

Todas edas féormulas son vdidas en un movimiento circular, paa d que la
excentricidad esnula.

b) Orbita parabdlica




En este caso, laexcentricidad esigua a 1. Laecuacion de latrayectoriaes
r=p—2t
IO1+ cosf

sendo

L2
P- GMmy
el Ilamado semilatus rectum No exigte distancia de méximo aeamiento, ya que
r® ¥ sf=p
pero si existe una distancia de minimo acercamiento, o perigeo, cuyo valor es

.

La energia tota es cero, y la velocidad se relaciona con la coordenada radial
sobre la Orbitasegun laformula

o= Loy G

2 r
ve=o®M
Se observaque laparticulallegaa infinito con velocidad nula, ya que

V® 0 si r® ¥

c) Orbita hiperbdlica

Laecuacion de latrayectoriaes
e-1
-—a—
1+ ecosf
con excentricidad € >1, siendo véida como en & caso generd laformula




2
1+ 2L°E

G*’M*m’
Para estatrayectoriala energiatotal es mayor que cero, en particular
GMm
E=
2a

De aqui, larelacion entre lavelocidad y la coordenadaradia se expresa

GMm_ 1 ., GMm
2a _Emv o
V? = 8Pza+1;
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Lamasamllegad infinito con velocidad no nula
GM

V=—— 9 r® ¥
a

No exise digancia de maximo aeamiento, pero s existe una distancia de
minimo alejamiento, o perigeo, con € valor

r.=a(e-1

D) LeyesdeKepler

La primera ley establece que los planetas se mueven en Orbitas eipticas con €
Sol en uno de sus focos.

Lasegundaley eslaley delas &eas, yaestudiada

La tercera ley establece que los cuadrados de los periodos de revolucion sobre las
Orbitas son proporcionales alos cubos de |os semigjes mayores. Demostracion

Si T es el periodo orbitdl, y el rea de la eipse de semigjes ay b, es S =pa’+/1- €,
por laley delas areas obtenemos larelacion

_pa’ o

2m T
Por otro lado, sabemos que en una orbita diptica se satisface

L2
GMm?
De estas dos ecuaciones, eiminando L y €, obtenemos
a _GM
T2 4p?

a(l- €)=




